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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ  
ВОССТАНОВЛЕНИЯ ЭФФЕКТИВНОЙ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ  
ПРОНИЦАЕМОСТИ ПО КОЭФФИЦИЕНТУ ОТРАЖЕНИЯ 

 
Аннотация. Рассмотрен численный метод определения эффективной диэлек-
трической проницаемости по коэффициенту отражения. Получены результаты, 
показывающие сходимость метода. Представлены графики зависимости зна-
чения эффективной диэлектрической проницаемости от числа итераций. 

Ключевые слова: обратная задача дифракции, эффективная диэлектрическая 
проницаемость, итерационный метод 
 
Abstract. The article considers a numerical method of effective permittivity defini-
tion by the reflection coefficient. The author demonstrates the results of the method 
convergence and presents the figures of permittivity value dependence on the num-
ber of iterations. 

Key words: inverse diffraction problem, effective permittivity, iteration method. 

Введение 

Настоящая работа посвящена задаче определения эффективной диэлек-
трической проницаемости по коэффициенту отражения. Рассматриваются не-
однородные образцы материалов произвольной геометрической формы, по-
мещенные в прямоугольный волновод с идеально проводящими стенками. 
Задача может быть сведена к решению нелинейного объемного сингулярного 
интегрального уравнения [1]. Данное интегральное уравнение было изучено  
в [2], при этом использовались результаты исследования соответствующей 
краевой задачи и теорема эквивалентности краевой задачи и интегрального 
уравнения. В работах [3–5] была доказана теорема о существовании и един-
ственности решений нелинейного объемного сингулярного интегрального 
уравнения и обратной краевой задачи для определения эффективной диэлек-
трической проницаемости наноматериалов. Для случая однородного тела бы-
ли получены численные результаты в [6], некоторые особенности реализации 
численного алгоритма показаны в [7]. 

Данная задача может быть применена в нанотехнологии и наноэлек-
тронике, она позволяет определять диэлектрические и магнитные параметры 
нанокомпозитных материалов и сложных наноструктур с различной геомет-
рией. Ввиду композитного характера материалов при экспериментальном из-
мерении эти параметры, как правило, труднодоступны [8, 9], что приводит  
к необходимости применять методы математического моделирования и нахо-
дить решение численно [10].  

1. Постановка обратной задачи 

Пусть объемное тело Q  расположено в прямоугольном волноводе 

 1 2 3: 0 , 0 ,P x x a x b x         , поверхность волновода P  иде-

ально проводящая. Данное тело характеризуется постоянной магнитной про-
ницаемостью 0  и положительной ( 3 3 )-матрицей-функцией (тензором) ди-
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электрической проницаемости ( )x . Компоненты ( )x  представляют собой 

ограниченные функции в области Q , ( )L Q , а также 1 ( )L Q
 

. 
Граница Q  области Q  является кусочно-гладкой. Будем также пред-

полагать, что тело Q  не касается стенок волновода, Q P   . В области 

\P Q  среда является изотропной и однородной, при этом 0 0( 0),  ( 0)     яв-

ляются постоянными. 
Будем решать следующую задачу дифракции. Необходимо найти элек-

тромагнитное поле 2, ( )L QE H . Данное поле возбуждается сторонним полем 

с временной зависимостью вида i te  . При этом источником стороннего поля 

является электрический ток 0 3
2, ( )locLj   с компактным носителем в 3R . 

Рассмотрим обобщенные решения системы уравнений Максвелла: 

0
,rot Ei   H E j


 

 0rot i E H .  (1) 

Для решений (1) должны выполняться условия на бесконечности [11]: 
поля E  и H  при 3x C  для достаточно больших 0C   имеют следующее 

представление: 
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



e

e
.  (2) 

Здесь «+» соответствует  , «–» соответствует  ; 1,2,3

e  – орты в де-

картовой системе координат;  1
p ,  1 2,p x x  и  2

p ,  1 2,p x x  – полные 

системы собственных значений и ортонормированных в  2L   собственных 

функций двумерного оператора Лапласа   в прямоугольнике   1 2: , :x x   

1 20 , 0x a x b     с условиями Дирихле и Неймана соответственно.  

В выражении (2)    2
0

j j
p pk    ,  Im 0j

p   или  Im 0j
p  ,   0j

pk   

 2 2
0 0 0 2 1 1 2 2,k e x e x          

 
. Для коэффициентов разложений (2) 

имеют место оценки 

      , ,m
p pR Q O p p    ,  (3) 

для всех m N . 
Условия (2) с физической точки зрения означают, что рассеянное по-

ле является суперпозицией нормальных волн, расходящихся от тела. Усло-
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вия (3) обеспечивают экспоненциальную сходимость рядов (2), а также 
возможность их почленного дифференцирования по xj любое число раз. 

Для E , H  должны выполняться краевые условия на стенках волновода: 

 | 0, | 0.P P    E H   (4) 

Если выполняются уравнения Максвелла, то второе условие в (4) следует 
из первого, и его можно опустить. Но если рассматривать оператор Максвелла, 
порождаемый левой частью (1), то надо ставить оба условия. 

Для 1( )u H P  существуют граничные значения из пространства 
1/ 2 ( )H P  в смысле теории следов. Почти везде на P  определен вектор нор-

мали. 

Пусть также 0E  и 0H  – решения рассматриваемой краевой задачи в от-
сутствие неоднородного телаQ , 0ˆ( ) ,  x I x P   


 ( I


 – единичный тензор): 

 0 0 0 0 0
0 0rot , rotEi i     H E j E H   (5) 

с краевыми условиями 

 0 0| 0, | 0.P P    E H   (6) 

Эти решения могут быть выражены аналитически через 0
Ej  с помощью 

введенного ниже тензора Грина. Решения не обязаны удовлетворять услови-

ям на бесконечности. Например, 0E и 0H  могут быть ТМ- или ТЕ-модой это-
го волновода. 

Компоненты диагонального тензора Грина EG


 представляют собой 

фундаментальные решения уравнения Гельмгольца в P  с коэффициентом 
2 2
0 0 0k     . Для этих компонент выполняются краевые условия первого или 

второго рода на поверхности волновода P , обеспечивающие обращение  
в нуль тангенциальных составляющих напряженности электрического поля 
на стенках волновода. Компоненты тензора Грина имеют вид [1] 

3 3
1

1 2 1 2
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    , 
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2
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  

 

   
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    , 

3 3
3

1 2 1 2
1 1

2
sin sin sin sin

nm x y

E
nmn m

e n m n m
G x x y y

ab a b a b

  

 

   


  . 

В этих выражениях 
2 2

2
0nm

n m
k

a b

          
   

, при этом ветвь квад-

ратного корня выбирается так, чтобы Im 0nm   и Re 0nm  , если 
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Im 0nm  . Здесь 0k  – волновое число свободного пространства, 2 2
0 0 0k     ; 

  – круговая частота.  
Решение поставленной задачи, описанной выше, сводится к интегро-

дифференциальному уравнению [1] относительно поля E: 

0 2
0

0

( )
( ) ( ) ( ) ( )E

Q

y
x x k G r I y dy

 
     

E E E
 

 

 
0

( )
graddiv ( ) ( ) ,   .E

Q

y
G r I y dy x Q

 
    

 E
 

  (7) 

Кроме того, 

0 2
0

0
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( ) ( ) ( ) ( )E

Q

y
x x k G r I y dy

 
     

E E E
 

 

 
0

( )
graddiv ( ) ( ) ,   \ .E

Q

y
G r I y dy x P Q

 
    

 E
 

  (8) 

Рассмотрим обратную краевую задачу для определения эффективной 
диэлектрической проницаемости образца наноматериала, расположенного  
в волноводе.  

2. Решение обратной краевой задачи 

Будем рассматривать изотропный случай. Пусть  x  
,   – констан-

та, которую мы будем определять (эффективная диэлектрическая проницае-
мость образца) [4, 10, 12]. Предположим, что 0a k b    . В этом случае  
в волноводе может распространяться только одна мода, потому что 

 2
1Im 0  ,  2 2 2 2

01 0k a      и  Im 0j
p   для всех ,p j , за исключени-

ем 1p   и 2j  . Пусть падающее поле имеет вид 

     2
310 1

2 0 sin i xx
x e A i e

a a
  

 E , 

где  A   – (известная) амплитуда распространяющейся волны. Тогда в (2) 

1 1cos x a   . Следовательно, 1 0EG   и 2 0EG   равномерно по y Q  при 

3x  . Мы также получаем 

 2
3 312 1 1

10

1
sin sin 0i x y

E
x y

G e
ab a a

   
 


, 

равномерно по y Q  при 3x  . Затем мы имеем div 0EG 


 равномерно 

по y Q  при 3x   (потому что 
2

2
0EG

x





 равномерно по y Q  при 

3x  ). Вычислив предел при 3x   в (2), получим уравнение 
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        0 2 2
0 2

0

( )
, /E

Q

y
x x k G r I E y e dy x P Q

  
         

E E
 

,  (9) 

принимая во внимание условие на бесконечности при 3x  : 

   2 2
3 31 1( )( ) 1 1

2 0 2 01sin sini x i xx x
e A e i e Q e i
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
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Из этого следует асимптотическое уравнение: 

    2
312 1

0 21
10 0 0

1 ( )
sin ( ) .i y

Q

y y
Q k e I E y e dy

b i a
      
        


 

  (11) 

Мы предполагаем, что коэффициент  
1Q


 известен из эксперимента. 

Уравнение (11) – это дополнительное условие, из которого будет определять-

ся диэлектрическая проницаемость материала. Коэффициент  
1Q


 зависит от 

круговой частоты  . 
Обратная задача определения тензорной диэлектрической проницаемо-

сти образца материала, помещенного в волновод, состоит в том, чтобы найти 

проницаемость по известному коэффициенту отражения    
1 1 ( )Q Q
   , из-

меренному на различных частотах. 
Таким образом, мы имеем 

 
 0

1
,

C
 

 E f
,  (12) 

где  

 
 

0 10 1
2
0

i b Q
C

k

 
 ;  (13) 

 
 2

311
2 sin i yy

e e
a


f ,  (14) 

а скобки обозначают скалярное произведение в пространстве  2L Q : 

      ,

Q

y y dy E f E f .  (15) 

Подставляя (12) и (14) в формулу (9), мы получаем нелинейное объем-
ное интегральное уравнение: 
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          0 2
0

,
,E

Q

x x k G x y y dy
C

  
E f

E E E


 

    graddiv , , .E
Q

G x y y dy x Q  E


  (16) 

Введем линейный интегральный оператор: 

        2
0 0: , graddiv ,E E

Q Q

A k G x y y dy G x y y dy  E E E
 

.  (17) 

Перепишем уравнение (17) в операторной форме: 
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0
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A
C

 
E f

E E E .  (18) 

Пусть    
0A A i

a
  

  ,  
C

C
A 
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1/ 22
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0 00

,AA A
r
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

 
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 

f f ff f

f
.  (19) 

Теорема. Пусть выполнены условия ( , ) 0f f   и  

  
 

0

2
1

,
| | ,

r

C F
A


 
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 
  

f

f f
f f .  (20) 

Тогда существует и единственно решение нелинейного объемного ин-
тегрального уравнения (16). Также существует и единственно решение об-
ратной краевой задачи, полученное по формуле (12). Кроме того, приближен-
ное решение уравнения (16) может быть найдено посредством итерационного 
процесса 

        0
1 0

1
,

( , )
n n n n nC A

A
 
   E E E f E E E

f f
,  (21) 

который сходится для любого начального приближения  0
0 rS


E E  со ско-

ростью геометрической прогрессии, где r  определяется формулой (19). Тео-

рема может быть доказана аналогично [1]. 

Условие (14) имеет место, если величина  
1 |Q


 достаточно мала. С фи-

зической точки зрения это означает, что амплитуда прошедшей волны не 
сильно отличается от амплитуды падающей волны.  

Рассмотрим схему итерационного процесса (21) для решения нелиней-
ного интегрального уравнения (16). При n = 0,1,… на каждом шаге необхо-
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димо (численно) вычислять действие линейного объемного сингулярного ин-
тегрального оператора 0A . Алгоритм вычислений описан в [13]. Алгоритм 

суммирования рядов представлен в [1]. В качестве начального приближения 

естественно взять 0
0 E E . После решения уравнения (16) с заданной точно-

стью с помощью итерационной процедуры (21) по формулам (10)–(12) нахо-
дим неизвестную эффективную диэлектрическую проницаемость ε. 

3. Численные результаты 

Аналитическое решение задачи дифракции на секции в волноводе было 
получено в [14]. Выберем ε = ε1 и найдем коэффициент B по формуле 

 
2
1
2

2 2
1 1

1 sin

2

1 1i c i c

c

B iA

e e  

 
    

    
         

, 

где 
2

2
1 0 2

k
a


   , 

2
2

2
k

a


   . 

Возьмем в качестве коэффициента  
1Q


, при решении обратной крае-

вой задачи итерационным методом – коэффициент B, и будем вычислять ε. 
На рис. 1–3 представлены полученные результаты, которые демонстрируют 
сходимость итерационного метода в пределах области сходимости 
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Рис. 1. Зависимость эффективной диэлектрической  

проницаемости ε от числа итераций n при значениях параметров:  
ε1 = 1,1; a = 2,274; b = 1,004; c = 0,982; k0 = 2,8636 
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Рис. 2. Зависимость эффективной диэлектрической  

проницаемости ε от числа итераций n при значениях параметров  
ε1 = 1,3; a = 2,274; b = 1,004; c = 0,982; k0 = 2,8636 
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Рис. 3. Зависимость эффективной диэлектрической  

проницаемости ε от числа итераций n при значениях параметров  
ε1 = 1,5; a = 2,274; b = 1,004; c = 0,982; k0 = 2,8636 
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